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I-
i -j-eometriam Curviiineam invento calculo disse-
rentiali & Integrali, insignes utique secisse
progrestus, quisque facile concedit; ad illud vero
sastigium nondum pervenit, ut Problemata omnia in
illa occurrentia methodo quadam generali solvi pos-
sint. Quoties enim quantitatum disserentiae in natu-
ra Curvarum investiganda adhibeantur, generaliter
Problemata tractari possunt; si vero solutio pendeat
ex integratione quantitatum disserentia 1i um, res ae-
que bene non succedit. Quae autem jam attulimus,
inprimis valent de ilia Geometriae Curvilineae partel,
quas Methodi Tangentium nomine insigniri solet, & in
duas abit partes, alteram videlicet Directam, cujus
ope, data aequatione Curvae, subtangentes, Tangen-
tes & reliqua ex Tangentibus dependentia inveniun-
tur, atque alteram hujus Inversam, qua ex dato va-
lore subtangentis, seu alia quacunque Curvas pro-
prietate, investigatur natura Curvae. Directa scilicet
methodus ejusmodi jam cepit incrementa, ut nihil
sere amplius in illa desiderari videatur: Inversa au-
tem generalis exstitit nulla, ejusque loco particula-
res tantum dari possunt regulae. *) Hoc autem ipsi-
Csr. Jac. Bernoulli Opp. Toro. I, pag. 622.
4tts rei naturae non tribuatur necesse est, nam dissicul-
tas ex integratione quantitatum disserentialiutn est
derivanda. In genere etenim integratio aequationum
disserentialiutn primi ordinis eadem est ac Methodus
Inversa Tangentium, Directa enim in eo inest, ut in-
•
hjdx dxveniatur valor subtangentis }— seu data aequa-
tione Curvae. si vero Jam detur aequatio disserentia-
lis primi ordinis semper dabitur — vel jn sun-
ctionibus Coordinatarum x & ij, quae aequatio integra-
ta, dabit aequationem Curvae. Arduam autem hanc
persaepe esse integrationem atque dissicillimam, satis
conslat,- quum vero Problemata quaedam huc perti-
nentia nobis succurrerint, horum soltitionem Tuse
B. L. censurae submittere jam audemus.
5- n.
Problema. st reTa AT, inter punctum da-
tum A & Tangentem MT Curvce cujusvis LM interce-
pta dicatur v , & Coordinatce Ortlwgmaks AP sa x
& PM ss y, ex relatione inter v & alterutram Coordi-
natarum invenire ceqmtionem Curvce.
surato puncto p infinite vicino ipsi P, ductis-
cpie pm & QM parallelis PM & AP respective, erit
LmMQ adeoque mQ (dij) : QM (dxj : :
5y:PT 3= — Est autem AT PT —AP TllJ uy uy
—- x , unde z; 33: —- —, quae aequatio sufficit ad
Curvam determinandam, si v fuerit sunctio quasdam
Coordinatarum.
ExempL i. sr quaestor Curva tasis, ut sit ir
-3 nx, erit hoc ipsius v valore in aequatione v 3=:
Xi:\ substituto, nxdy xdy =3 ydx, unde redu-
dx dy
ctione obtinetur ——— = y , ex qua integrando
eruitur Ly — - Z,# (denotante L Logarithmum
Hyperbolicum) & transeundo a Logarithmis ad quan-
1
titates absolutas ij u^x , quae aquatio, nisi sue-
rit nzn — 1 exhibet indolem Curvae. Erit autem haec
jpsa Algebraica, denotante n numerum quendam ra-
tionalem; si vero fuerit n irrationalis, erit Curva ea-
rum ex numero, quae interscendentium nomine insi-
gniri solent.
ExempL 2. si v -—~~ —■ x, obtinetur factaJ ~x a x
sobstitutione =: ydx ; quas aequatio ad inte-
2 OL ‘T~“ OC•
grationem disposisea dabit 1=3 y , cujus inte-
6grale Logarithmum est Ly aes 1 L (ax -s- x2 ). 6c
hinc %j 2 aes ctv *s« a;2 , aequatio ad Hyperbolam aequi-
lateralem.
Acta/. i. Potest etjara natura Curvae inveniri
ex relatione data inter NT & alterutram Coordina-
tarum. Quum enim sit A MQm to A NPM, erit dx .
dy ::yNP= g&PT= ($• II ) habebitur
y.dx z dy z
itaque yvr =
ExempL i. Posita NT aes cty s , erit aydxdy aes
>!- dy 2 . Ad hanc integrandam ponatur dij aes
quo ipsius valore in aequatione substituto eruitur
— dy1 & facta debita reductione ob-
. , 2z
z dz— (zz b z ) dz
tinenir y = —& dy=
*
_ Loco autem rs», si substitnatur valor jamau az~ J
inventus in aequatione — dx, habebitur —— ~
2> j
aes eritque hujus integrale ~~r
Ipsa autem Curva ope aequationum V ~ ~abz ' &
%*“ I • •x aes ~*t ~~ Lz C construi potest. sumta enim
2<io a r
7./ZP ;=: ceu axi, erectaque PM perpendiculariter in
/ZP & facta iW s= y t=: erit LM CurVa quae
s2 -s-
definitur aequatione ycs — —. st vero prolonga-
tur PM ut siat P£ ;= st —- Lz C, habebi-
•
2.
tur Curva, quae aequatione # s= - Lz ± C
determinatur. Ducta praeterea Linea AF parallela
ipsi Ps & sP parallela AP, producatur 5P, ut eva-
dat P// ££ P71Z, erit punctum Z/ in curva quaesita.
Exempl 2. si fuerit NT sae ax habebitur axdxchj
sa y. dx 2 4- tsy 2 . Positis autem ys: aex &dy ss
abit aequatio facta substitutione & reductione in hanc
formam : un de pro dit u ;=: - , ad-
eoque */« ss —Est vero dy t= pdx cs
*rs« use, ergo > _
* M p.i-±-p z ~ap{i-r-pz )
adp.i-t-p* zap% dp
p,v*-pz ~~ ap.\*~pz p, n-p 2
*
- ap.i*~p*' Integra3e
yero membri prioris
p.i^p 2 -i ap. n-p2 p. \-\-p z^a
8ut habeatur, ponatur p z 4-1 = ar, unde p —1*
C J± adp _ adz
“
2 VsZl ’
at( lue JTi '-v-iP~~a) *" 1) (a — 5
quae posita aequalis aequationi sictitia dabit
2= —1— &B r= s obtinetur itaque- ——x— « x- 1 - 1 2 va— xa®-1 a)
a 1 / /7a —dz \ , , .
=“• TZ” ’ ex ua intefran do eruitur
Lz —1— Lz — ct— ——(Z/j 2 —. Lp 2Jri —ct}
2( 1 — rs; 2(1 — tsj' - 11 '
existente videlicet p* he- 1. Posteriori autem mera-
'xnjrdp — lapil})
bro — ~ TTTi-
— rr—-s- addito
4 />.d 2 '<tp prodit r 4^- 1 +~ P z dp — zapdp __
T^p^2 — aii-t-p 2 ) J i*~p z ~a. 1 ■+-p 2
p 2 ”—ct 1 p2 - Hinc vero subducendum
s _ pj££L-~ aLi*.p’ -«. E-
/ «.r^7r
dx adp. <1-+-p
z
~ 2t) z )
r at autem —= —~ -'-p , utide Lx zp.i-4-p~ ►- ap-t-p* ’
—-~J (Z^ 2 - Ll>i~p*~d) ssi- ZI —ax?**/»*
r'y'
"
„ _
,
*
T 4-« z xt5 *" —%Ll > p • 2^1—'tsj ll+prt(!) (x sp-H- /2
9& transeundo a Logarithmis ad quantitates absolutas
/ C \ a /1 + p2 \
X - + *l Ua@
quidem aequatio exhibet indolem Curvae ex mutua
Coordinatarum Orthogonalium relatione dependen-
tem, subssituto valore ipsius p t=: aCL~s!L Zl
.sc/zo/. Pariter Curva determinari potest ex
relatione inter AN si alterutram Coordinatarum data.
Erit enim AN +• * 5 eodem ita-
que modo quo jam supra II. offendimus, inveni-
tur Curva.
s- ni.
Problema. Invenire Curvam, in qua subnor-
tnalis ejl ad summam subnormalis & subtangentis, ut
Normalis ad Radium Curvaturce , datis harum Linea-
rum relationibus.
Quum sit subnormalis t= & subtangtns !=s
2^,,.erit summa existente porro dx
•
((Jx 2 2 )
constante, habebitur Radius Curvaturae e >
10
est vero Normalis adeoque secundum
bvpothesin ,,y. dx
z h- dr
..
y. ddx*\dy o/r 2 dy')\
* dx ’ dxdy " dx * — ddydx
sumendo facta mediorum & ultimorum obtinetur ae-
quatio disserendo-disserentialis dvs hh yddy = o, cu-
jus integrale primum est ydy i' Cdx =; o, ex qua ite-
rum integrando eruitur jp Hh 3CV Zjp zO “ aequa-
tio ad Parabolam.
CorolL Hinc itaque liquet* in Parabola Conica
subnormaiem esse ad summam subnormalis & sub-
tangentis* in eadem ratione ac Normalis ad Radium
Curvaturae» Proprietatem vero hanc ex valore Ra-
dii Curvedinis directe deducere possumus. si enim
fuerit is ~px aequatio Parabolae, erit Radius Cur-
vaturae R ~
~ P ,J ~potest autem hic valor se-
.
( 4 x p. ) ■ —
quenti modo exhiberi: R —~p
—
\
!<\px 4-p 2\ ad-
eoque zpR st (4% 4-p) , unde eruitur a-
nalogia: jt? : qx 4-je?:: p 2 ’-zR; & si divida-
tur analogia per 3, erit ~:vc-*- lp‘-’ Vpx •+• : JRr
Est autem in Parabola, cujus Parameter tae sub-
uovmalis cs ip r summa subnormalis & subtangerr-
lis j=: •+- & Normalis Vpx -t-
11
s. IV-
Problema. Invejiigare indolem Curvce , cujus
Radius Curvatura e(i ad productum Normalis & sum-
ma subtangentls & subnormalis, ut subnormalis ad
Ordinatam.
Exislente summa subnormalis & subtangentls
= & Normali = *^JX
'
, eritdydx dx
/y. dx2 dy 2\ /y. ddx
2
- •+- dy'2‘\ y 2.dx z -+-dy T
V lxdy~~) * V '/ ~ • *' am
vero ex hypothesi habebitur y_Jx_^dy^J r adydx ax 2 dy
X : y - : j, unde facta reductione eruitur aequatio dis-
serentialis secundi ordinis dx 1 4- y 2 ddij tz o. CA>
Ad hanc integrandam ponatur dy sr*/#, eritque,
posito dx conslante, ddy — dzdx ; valore autem ipsi-
us ddy in aequatione (A) substituendo, habebitur, ipsa
insuper per dx divisa, dx 4- y 2 dz = o (B); quum
autem fuerit dij ~zdx, erit div adeoque, si lo-
co dx in aequatioue (B) ponatur obtinebitur, ter-
minis ad integrationem rite dispositis s - zdz
& peracta integratione - t= -j (C). sumendo autem
12
dq s=: zdx, habebitur z t=: — ; si itaque resumatur ae-
quatio (C) & loco ipsius adhibeatur ejus valor jam
7
determinatus, erit j- = & hinc zdx2 s? yay 2 cu_
jus integrale, omissa iterum quantitate conslante,
\s sx ~ \y* exhibet indolem curvae, quae hoc in casu
erit Parabola semi Cubica.
schot. si inseratur
—< daydx dx dy
: y z , oritur exinde aequatio ad Parabolam Coni-
cam; sumendo enim facta mediorum & ultimorum
habebitur dis 4- ijddij 1= o, quae quidem «quatio, ut
in IIL offendimus ad Parabolam pertinet Conicam,
5- V,
Problema. st in Curva quadam fuerit Ra-
dius Curvatura adproductum Normalis & summa sub-
tangentis & subno-rmdlts in eadem ratione , qua Abscis-sa ad subtangentem, aquationem Curva invenire.■
Ex bypotheli habetur
:: x unde reductione obtinetur aequatio disse-uy
13
ren sio - disserentialis ~~ 4- yddij —o. (A). Ut vero
haec integretur, si N fuerit Numerus cujus Loganth-
mus Hyperbolicus es 1, ponatur xss AJZjrUil y adeo-
tjue dx ss iN^zdvzdv, & exi slente dx conslante, ddx
= 0= 4 zN^dzdu
erit itaque ddv 1= >— zzdv* ponendo ulterius
ij ss N^ZuVv, habebitur di[ es 4- &
ddij t=E A
d (vz 2 dv 2 *h*2zdvz hh vdzdv 4- zvddv 4- ddv');
si vero substituatur valor ipsius ddv ss — zzdv 2 —
—p supra inventus, obtinetur facta reductione ddiszz
/V j
t
(— vz'dv z Hisce autem valoribus ipsa-
rum Zr, ?/ & ddis in aequatione (A) substitutis, e-
nssjzdv , nTzszdv r j dzdv\ruitur A 43 a Zct 2 4-A vz 2 dv 2 * —
d2l3jClV •
se o, & aequatione per A ‘ vz 2 dv divisa , prodit
—■ —,
—
~ cujus integrale esl qZct Z_ —•
-U. (B). sumendo autem #ss NZjZ
V
, habebitur Z#
as 2, v '
$X* sttjClv
se 2szdv , & — e=! 2zdv; exislente porro 1/ t=: A
14
erit Li[ ~ szdv 4- Lv t= ■*- Lv, & transeundo a
Logarithmis ad quantitates absolutas i< “ x*v t adeo-
que v — & du =. obtinebitur itaque zxz
=£dv~ si j“m p° nantur va,ores * &
v inventi in aequatione habebitur 4"
- yjx
z
r
—
j-
—
,
1sF~’ * eu 4^z / ~ 2^x ~ ll ==i —
- V^2T
2
, , ,
-—
a ■— , adeoque sxdis ijdx ~
y 2 — 2ts. qZt/ — 2Lx, & aequatione per di-
• r idy dx dx , , —; ;— ,„.Vlsa ~J~ T~lTy ~ 2X* Z/ - ( C)*
Ut vero hujus aequationis pateat integrale, ponatur
— 2Lx i= unde 2Z// = Za; 4- Z/? &
2wV X' c!h
—
~ —Hh —■ atque is- zzpx, quibus ipsarum 11 &
di1 valoribus in aequatione (C) substitutis, prodit ~
dp r Jp
~ & hinc Za; is i'~r^~==L =7r * Alteri-\rp 1 J dp 2 -4pLp
u« vero aequationis membri integrale ope seriei
15
infinitae’ invesiigari potest, rpsatrs vero calculum, an-
guilla temporis circum scripti, jam omittimus. In-
venta autem methodo iam dicta — inve-J J Vp z 4pLp
natur aequatio Curvae restituto valore ipsi-
ja
Ks p s=
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